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Abstract. The article explains the nonlinear balance model that considers disposal and recycling of wastes
and investments. The suggested model is the equilibrium prices model in which the costs of harmful wastage
disposal and recycling are considered. Besides, there are nonlinear interrelations between the branches of
production, which allows us to predict the release of useful products, which is necessary for the economists-
analysts who are engaged in forecasting the manufactured products. For the model which is described by a
system of differential equations, the conditions are created when the system of differential equations has only
one solution. The paper defines the conditions under which this model is solvable and has a nonnegative
solution, if at the same time the given values can be negative. For the model the methods of creating bilateral
estimated solutions are adapted; the method of improving bilateral estimation is offered. Unlike the methods of
searching the precise solution, the application of the method of bilateral estimation facilitates successful solution
of tasks with big dimension of the processed models, without resorting to direct integration. The results of this
article can be used in the solution of specific tasks of mathematics, economics, biology and other tasks with
nonlinear interrelations.
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Аннотация. В статье рассматривается макроэкономическая балансовая модель с непрерывным време-
нем, учитывающая утилизацию, переработку вредных отходов, а также вложение инвестиций. Предложен-
ная модель является моделью, в которой учитываются затраты на утилизацию и переработку вредных отхо-
дов, причем между отраслями производства существуют нелинейные взаимосвязи, которые позволяют про-
гнозировать выпуск полезных продуктов, что необходимо для экономистов-аналитиков, занимающихся вы-
пуском производимой продукции. Для модели, которая описывается системой дифференциальных уравне-
ний, установлены условия, при которых она имеет единственное решение. Определены условия, при кото-
рых данная модель является разрешимой и имеет неотрицательное решение, если при этом заданные вели-
чины могут принимать отрицательные значения. Для модели адаптированы методы построения двусторон-
них оценок решения, предложен метод улучшения двусторонних оценок. В отличие от методов поиска точ-
ного решения, применение метода двусторонних оценок способствует успешному решению задач с боль-
шой размерностью обрабатываемых моделей, без помощи непосредственного интегрирования. Результаты
данной статьи могут быть использованы при решении конкретных задач математики, экономики, биологии и
других задач с нелинейными взаимосвязями. Большинство современных моделей, имеющих практическую
направленность и предназначенных для прогноза основных показателей экономики, построены на расши-
ренных моделях межотраслевого баланса.  Озабоченность экологической ситуацией заставляет субсидиро-
вать новые, достаточно «чистые» технологии, выделять дополнительные инвестиции на переработку вред-
ных отходов и борьбу с загрязнением окружающей среды, что требует развития моделей многоотраслевой
экономики. Для эффективного прогнозирования, планирования и управления крупными экономическими
системами значительно удобнее считать, что время непрерывно. Следовательно, интерес представляют мо-
дели с непрерывным временем.

Ключевые слова: экономическая система, макроэкономическое моделирование, прогнозирование,
выделение отходов, переработка отходов, монотонные операторы, нелинейная модель, пространство кону-
сов, условие Липшица.
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Введение

Актуальными задачами экономическо-
го развития общества на современном эта-
пе остаются задачи эффективного прогно-
зирования, управления экономическими си-
стемами, планирования. Большинство со-
временных моделей, имеющих практичес-

кую направленность и предназначенных для
прогноза основных показателей экономики,
построены на расширенных моделях межот-
раслевого баланса. Макроэкономические
модели описывают экономику как единое
целое, связывая между собой укрупненные
материальные и финансовые показатели:
производство, потребление, инвестиции, за-
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нятость и др. [Karlin, 1995, p. 907–938; То-
ропцев, 2001, с. 10–20].

Развитие экономики неизбежно влечет
за собой загрязнение окружающего мира.
Выделение вредных отходов в процессе про-
изводственной деятельности приводит к
борьбе с загрязнением окружающей среды.
Часть вредных отходов может подвергать-
ся утилизации и переработке. С усилением
требований на ограничение выбросов вред-
ных отходов переработка отходов становит-
ся актуальной и, соответственно, это вле-
чет увеличение вложений инвестиции в их
переработку.

Изложенные выше факторы принимают-
ся во внимание в модели, предложенной в ста-
тье. В силу того что в макроэкономической
модели учитывается вложение инвестиций,
описание модели представляет собой систе-
му дифференциальных уравнений. Учет вы-
деления вредных отходов и их переработка
приводят к тому, что заданные параметры си-
стемы могут принимать отрицательные зна-
чения. Проблема поиска положительного ре-
шения модели сводится к нахождению поло-
жительного решения операторного уравнения
с дифференциальным оператором при нали-
чии заданных неотрицательных и отрицатель-
ных величин.

 Точное решение динамической балансо-
вой модели c нелинейной зависимостью пред-
ставляет некоторые трудности, связанные как
с достаточно большим количеством данных,
так и с методами решения таких моделей.
В ряде случаев при построении и исследова-
нии модели на начальном этапе не требуется
знание точного решения, а достаточно иметь
некоторую его оценку, позволяющую судить
об адекватности модели. В связи с этим пред-
ставляют интерес легко реализуемые мето-
ды получения оценок решения модели с не-
прерывным временем.

Методология проведения работы

Исходя из жизненного опыта и особен-
ностей технологических процессов, значитель-
но удобнее рассматривать модель не с диск-
ретным временем, а  считать, что время не-
прерывно. Макроэкономическая модель, в
которой учитываются выделения вредных от-

ходов и вложение инвестиций, описывается
системой уравнений:
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где )(tх  – вектор валового выпуска полезного про-
дукта; )(ty  – вектор вредных отходов в окружающей
среде, возникающих в процессе производства и под-
лежащих уничтожению; )(1 tf  – вектор чистого вы-
пуска полезного продукта; )(2 tf  – вектор остаточно-
го уровня вредных отходов ; 11A  –  nn  технологи-
ческая матрица; 12A  – такая  mn   матрица,
что  tyA12 – вектор полезного продукта, возникаю-
щий при переработке вредных отходов в объеме век-
тора y; 21A  такая  nm   матрица, что  txA21  – век-
тор вредных отходов, создаваемых при выпуске по-
лезного продукта в объеме вектора x; 22A  – такая
 mm  матрица, что при уничтожении вектора y вред-
ных отходов в окружающую среду выделяется вред-

ных отходов в объеме вектора  tyA22 ; B11 – матрица,
характеризующая инвестиции части созданного в
момент времени t i-го продукта на создание допол-
нительного резерва производства для выпуска про-
дукции; 12B  – матрица инвестиций, идущих на подав-
ление вредных отходов, возникающих при создании
дополнительного резерва производства; 21B  – мат-
рица, характеризующая количество выделяемых еди-
ниц вредных отходов при увеличении производства
полезного продукта; 22B  – матрица, характеризую-
щая количество выделяемых вредных отходов, при по-
давлении вредных отходов, выделяющихся при уве-
личении годового производства продукта x.

Пусть промежуток времени  T;0  – пе-
риод прогноза.

Множество неотрицательных функций
  tytх ),( ,  Tt ;0 , удовлетворяющих системе

неравенств (1.1), будем называть множе-
ством планов модели (1.1) и обозначим это
множество функций через П.

Если множество планов задачи (1.1) не
пустое, то оно, как правило, содержит беско-
нечное множество элементов.

Решение   tytх ),(  из П, удовлетворяю-
щее условию

         tytxtytх inf,inf),(  ,
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будем называть решением динамической
балансовой модели  [Исследование операций
в экономике ... , 1997, с. 16–20].

Представим модель (1.1) в операторном
виде. Обозначим:
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1. В этом случае, система (1.1) перепи-
шется следующим образом  [Павлова, 2005,
c. 30–35]

f
dt
dzBAzz  . (1.2)

Выразим из операторного уравнения z.
Если существует обратная матрица (E - A)-1, то

fAE
dt
dzBAEz 11 )()(   .

Последняя система уравнений эквива-
лентна операторному уравнению
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Следовательно, модель (1.1) примет вид
[Павлова и др., 2012, с. 46]:
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Система (1.3) при ),()( txC
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dxC ijij 

)()( tyC
dt
dyC ijij  , i,j = 1,2 имеет  вид:
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где Cij (x), Cij (y) i,j = 1,2  – монотонные операторы.

Замечание.  Оператор вида

)()( tC
dt
dC ijij    в рассматриваемом нами слу-

чае означает, что производная по t берется от
произведения матрицы на вектор, координаты
которого являются функциями от t. В дальней-
шем нам понадобится монотонность операто-
ров Cij по (t), для этого необходимо потребо-
вать выполнение условий, позволяющих диф-
ференцировать неравенства. Например, для
монотонности операторов Cij достаточно, что-
бы функции x(t) и y(t) были непрерывными и
неубывающими (в этом случае операторы бу-
дут линейными положительными, а значит, и
монотонными).

Предположение о том, что функции x(t)
и y(t) неубывающие, является естественным
и с экономической точки зрения: с течением
времени в стабильном и развивающемся об-
ществе валовой выпуск продукции и выброс
вредных отходов в окружающую среду при
данной технологии и имеющемся перечне то-
варов не уменьшается.

Перепишем модель (1.4) в виде
gzCz  )( , (1.5)

где С – положительный оператор сo спектральным
радиусом меньше единицы. При этом для (1.5) ра-
ботает итерационный метод [Стеценко и др., 2004,
с. 51–53], который в общем виде представим:

gzCz nn  )(1 .

 Построим оценки к решению этого урав-
нения. Итерационный процесс, предложенный в
[Павлова и др., 2012, с. 73–74], строится следу-
ющим образом. Выбираются начальные прибли-
жения u0 и 0, удовлетворяющие соотношениям
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(запись u  означает, что компоненты век-
тора – u неотрицательны).
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Здесь неотрицательные параметры pk=1,
qk=1 выбираются так, чтобы на каждом шаге
были выполнены соотношения

kkkk uu  ~  ,~
11   .

Как показано в [Исследование операций
в экономике, 1997, c. 407], получаемые после-
довательные приближения сходятся к реше-
нию z* задачи (1.5). При этом процесс (1.6)
монотонен:

gvCvzuguC kkkk  )(~~)( *
.

Если в итерационном процессе (1.6) па-
раметры pk, qk определены соотношениями

   kkkk

kkkkk

kkkkk

CuCu
uuqvvqqq

vvpuuppp

 









11

11

11

~     ~
)}~~(~~,0:max{
)}~~(~~,0:max{

,

тогда справедлива оценка

kklkk uvquv 



  1
1~~

11 


,

где 
2

):sup(
):inf( 




ycxc
cyxc

. Число  назовем постоян-

ной фокусирования.

Решение модели можно получить, ис-
пользуя метод последовательных приближе-
ний. При этом метод сходится со скорос-
тью убывающей геометрической прогрессии.

Рассмотренная выше модель получила
дальнейшее развитие [Павлова и др., 2016,
с. 70–72]. Модель, которая учитывает не толь-
ко выделенные отходы, но и их переработку, с
учетом вложенных инвестиций, представим
следующим образом:

 

 
































].;0[,0)(,0)(,0)(,0)(

),()(

)()()()(

),()(

)()()()(

222

212221

1
)2(

12
)1(

12

11
)2(

12
)1(

1211

Tt
dt

tdy
dt

tdxtytx

tf
dt

tdyB

dt
tdxBtyAtxAty

tf
dt

tdyBB

dt
tdxBtyAAtхАtх

(2.1)

Здесь )1(
12A  – такая  mn  матрица, что:

–  tyA )1(
12  – вектор полезного продукта,

возникающий при переработке вредных отхо-
дов в объеме вектора y;

–  tyA )2(
12  – вектор полезных продуктов,

затрачиваемых на переработку вектора y
вредных отходов (утилизация отходов);

–  tyB )1(
12  – матрица инвестиций, идущих

на подавление вредных отходов, возникающих
при создании дополнительного резерва произ-
водства;

–  tyB )2(
12  – вектор инвестиций, высвобож-

даемых за счет утилизации вредных отходов.
Представим модель (2.1) в операторном

виде. Обозначим:
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В этом случае система (2.1) будет пред-
ставлена операторным  уравнением (1.2):

f
dt
dzBAzz  .

Аналогично преобразованиям модели
(1.1) модель (2.1) примет вид
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где Cij (x), Cij (y) i,j = 1,2  – монотонные операторы.

Если операторы Cij удовлетворяют усло-
виям Липшица:

1,2)(i  ,)()(  vuqvCuC Liii ,

где qLi – константа Липшица, а также существуют
элементы u1,1, u2,2, удовлетворяющие условиям:

2121   ,   uu
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,

то существует единственное решение мо-
дели (2.1) [Стеценко и др., 1998, с. 74–75],
причем

u1  x* u2,   v1 y* v2.

Результаты работы

В общей постановке модель (2.1) мож-
но переписать в виде операторного уравнения
с монотонно разложимым оператором:

2. С(z) = C1(z) – C2(z) [Островский, 1977,
с. 233–238; Кубекова и др., 2001, с. 846–854]:

z = C1(z) – C2(z) + g.       (2.2)

Здесь C1(z), C2(z) – монотонные опе-
раторы. Операторное уравнение (2.2) целе-
сообразно записать в виде

z = (C1 – C2) (z) + g, (2.3)

где
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По уравнению (2.3) построим новое урав-
нение

,~)~(~~ gzCz  (2.4)

где .~,~,~
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Элемент z~  можно рассматривать как
элемент нового пространства  EEE ,~   с нор-
мой yxz ~ , полуупорядоченного конусомм

),(~ KKK  . При этом конус  K~  «наследует»
основные свойства конуса К.

Оператор C1 является монотонным (то
есть из х1 х2 следует, что С(x1)  С(x2)), а C2 –
антитонным (то есть из х1 х2  => С(x1) 
С(x2)) [Павлова, 2012, c. 100].

 Пусть оператор )~(~ zC  уравнения (2.4)
монотонен, непрерывен и вполне непрерывен
и удовлетворяет условиям Липшица

 2,1 ,)()(  ivuqvCuC Liii

и пусть uk+1 = C1(uk) – C2(vk) + g, vk+1 = C1(vk) –
C2(uk) + g, причем u0, v0 удовлетворяют нера-
венствам

C1(u0) – C2(v0) + g  u0, C1(v0) – C2(u0) + g  v0

и положим
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Тогда имеют место неравенства

0
*
1

****
10 ...... vvvzuuu kk  (2.5)

и либо метод сходится за конечное число
шагов, либо верна оценка:

,
1
1*

1
*

1 kkLkk uvquv 



  


qL – константа Липшица.

Область применения результатов

Построение отрезка (2.5) можно рассмат-
ривать как один шаг рекуррентного процесса
по уточнению двусторонних границ неизвест-
ного решения х* исходного уравнения. Повто-
ряя этот процесс достаточное число раз, мы в
итоге получим метод построения двусторон-
них приближений,  который можно рассматри-
вать как метод ускорения сходимости двусто-
ронних приближений  un,n в случае уравнения
с монотонно разложимым оператором.

Рассмотрим еще один метод двусторон-
них приближений, позволяющий оценить реше-
ние моделей.

 И динамическую модель, учитываю-
щую подавление вредных отходов,  и модель,
учитывающую переработку, можно предста-
вить в виде операторного уравнения (2.4).
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 При этом будем предполагать, что спект-
ральный радиус оператора С меньше единицы.

При сделанных предположениях к реше-
нию уравнения будут сходиться последова-
тельные приближения и для одной и для дру-
гой моделей:

 ,...2,1,0 ,~)~(~~
1  igzCz nn .

Предположим, что найдено несколько пер-
вых элементов последовательности. Ставит-
ся вопрос: как, не прибегая к новым итераци-
ям, а используя лишь найденные приближения,
получить более точные приближения к реше-
нию z* [Исследование операций в экономике,
1997, c. 407]. При этом для нас особый инте-
рес будут представлять приближения к  z* «по
недостатку» и «по избытку». Если для после-
довательных приближений pkkpk zzz  ,, , где k и
p – фиксированные натуральные числа (k  p),
выполняется неравенство

 pkkkpk zzzz    ,

причем.

Тогда для решения z* уравнения рассмат-
риваемого уравнения справедлива оценка

 .
1

*
kpkpk zzzz 


  



Если для последовательных приближе-
ний pkkpk zzz  ,, , где k и p – фиксированные
натуральные числа (k  p), выполняется не-
равенство

,)( kpkpkk zzzz  

где (0; 1).

Тогда для решения z* уравнения спра-
ведлива оценка

  kpkpk zzzz 


  


1
*

.

Заключение

 Таким образом, решение модели мож-
но получить, используя метод последователь-

ных приближений. Двусторонние оценки и опи-
санный метод ускорения приближений к ре-
шению убеждают в адекватности рассматри-
ваемой модели, не прибегая к нахождению
точного решения.
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