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Abstract. The paper deals with the dual task for the ecological and economic inter-industry balance model
with non-linear dependencies which can be described by the system of non-linear equations with monotonously
decomposable operators. The suggested model is the equilibrium prices model in which the costs of harmful
wastage utilization and recycling are considered. Besides, there are non-linear interrelations between the branches
of production, which allows predicting retail prices for the useful products. This is necessary for economists-
analysts who are engaged in forecasting prices of the manufactured products. The suggested algorithms are based
on the application of the theory of duality and operational calculus. The authors study the conditions under which
this model is solvable and has a nonnegative solution, if at the same time the given values can be negative. The
methods of creation of bilateral estimated solutions are adapted for the model; the method of improvement of
bilateral estimation is offered. Unlike the methods of searching the precise solution, the application of the method
of bilateral estimation facilitates successful solution of tasks with big dimension of the processed models, without
resorting to direct integration. The results of this paper can be used in solution of specific tasks of mathematics,
economy, biology and other tasks with non-linear interrelations.
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Аннотация. В статье рассматривается двойственная задача к эколого-экономической модели с нелинейными
зависимостями, которая описывается системой нелинейных уравнений с монотонно разложимыми операторами.
Предложенная модель является моделью равновесных цен, в которой учитываются затраты на утилизацию и пере-
работку вредных отходов, причем между отраслями производства существуют нелинейные взаимосвязи, позволя-
ющие прогнозировать розничные цены на полезные продукты, что необходимо для экономистов-аналитиков, зани-
мающихся прогнозом цен на производимую продукцию. Предложенные алгоритмы базируются на применении
теории двойственности и операционного исчисления. Авторами определены условия, при которых данная модель
является разрешимой и имеет неотрицательное решение, если при этом заданные величины могут принимать
отрицательные значения. Для модели адаптированы методы построения двусторонних оценок решения, предло-
жен метод улучшения двусторонних оценок. В отличие от методов поиска точного решения применение метода
двусторонних оценок способствует успешному решению задач с большой размерностью обрабатываемых моде-
лей, не прибегая к непосредственному интегрированию. Результаты данной статьи могут быть использованы при
решении конкретных задач математики, экономики, биологии и других задач с нелинейными взаимосвязями.

Ключевые слова: двойственная задача, разложимые операторы, переработка отходов, нелинейная
модель, монотонные операторы.
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Известная в литературе [1] двойственная
задача, построенная к линейной экономической
модели, носит название модели равновесных
цен. Эта модель позволяет прогнозировать
цены на продукцию отраслей при известных
значениях величин норм добавленной стоимо-
сти. Кроме того, с ее помощью прогнозируют
изменение цен и инфляцию, являющиеся след-
ствием изменения цены в одной из отраслей.

Больший интерес представляют модели
с непрерывным временем. Построенная двой-
ственная модель с непрерывным временем
представляет собой систему нелинейных урав-
нений. Поскольку цены на продукцию не могут
принимать отрицательные решения, то реше-
ния этих моделей должны быть неотрицатель-
ны. Поэтому нахождение условий, при которых
модель будет разрешима и при этом иметь нео-
трицательное решение, является основной за-
дачей. Затраты на выделение вредных отхо-
дов и их переработку влекут за собой появле-
ние в системе уравнений отрицательных вели-
чин. В результате исследуются системы, ко-
торые имеют неотрицательные решения при
наличии отрицательных заданных параметров.

Ввиду большой отраслевой номенклатуры
системы уравнений имеют очень большой поря-
док, что приводит к большой вычислительной
сложности. Поэтому нахождение точного реше-
ния нелинейной модели межотраслевого балан-
са представляется крайне затруднительной за-
дачей. Существенно облегчить эту задачу позво-
ляет нахождение оценок неизвестного решения.

1. Двойственная модель
для случая с непрерывным временем

Модель с непрерывным временем, в ко-
торой учитывается выделение и переработка
вредных отходов и внесение инвестиций на
развитие производства:
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Перейдем от модели с непрерывным
временем к модели с дискретным време-
нем. Как известно, при достаточно малых
значениях h
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Положим h = 1, где под единицей подра-
зумевается отчетный период,
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Двойственная модель для (1.1), в кото-
рой учтены цены полезных продуктов и плата
за выброс в окружающую среду вредных от-
ходов, имеет вид
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если рассматривать частный случай модели
двойственной к модели Леонтьева – Форда [4],
когда Ex = Rn, Ey = Rm, и, следовательно,

,,, ** nm
y

n
x RpRERE 

,,, 21
mnm RuRuRq 

где **, yx EE  – пространства линейных ограничен-
ных функционалов, сопряженные к пространствам
Ex = Rn, Ey = Rm, а *

ijC  (i,j =1,2) сопряженные опера-
торы к операторам Cij = (Aij + Bij).

Будем интерпретировать вектор p как
вектор цен полезных продуктов, то есть i-я
(1  i  n) компонента вектора p равна цене
одной единицы i-го полезного продукта. Ана-
логично пусть k-я (1  k  m) компонента
вектора q равна плате за выброс в окружа-
ющую среду одной единицы k-го вредного
продукта (загрязнения), являющегося побоч-
ным результатом производственной дея-
тельности. Вектор u1  Rn представляет со-
бой вектор добавленных стоимостей, то
есть компонента u1 этого вектора указыва-
ет стоимость труда, затраченного на созда-
ние одной единицы i-го полезного продукта
(1  i  n). Аналогично вектор u2  Rm пред-
ставляет собой вектор, k-я компонента ко-
торого равна уменьшению платы за загряз-
нение одной единицей k-го вредного продук-
та окружающей среды, в силу которой сама
среда «борется» с загрязнением. Вектор

11
*
11 pCpC   – часть стоимости затрат по со-

зданию единичного вектора полезного про-
дукта, полученная за счет использования в
производстве полезных продуктов всех от-
раслей в соответствующих количествах.
Вектор 21

*
21 qCqC  – часть стоимости зат-

рат при создании единичного вектора по-
лезного продукта, связанная с мероприяти-
ями по охране окружающей среды. Вектор

)( )2(
12

)1(
1212

*
12 CCppCpC   – часть затрат, на-

правленных на борьбу с загрязнением ок-
ружающей среды )1(

12C  и переработку отхо-
дов )2(

12C , равная стоимости затраченных по-
лезных продуктов при уничтожении и пе-
реработке единицы вредного продукта. На-
конец, 22

*
22 qCqC   – часть затрат на борьбуу

с загрязнением, равная плате за побочный
(вредный) результат этой деятельности, свя-
занный с дополнительными выбросами в ок-
ружающую среду вредных продуктов при
уничтожении единицы этого продукта (на-
пример, выброс в воздух вредных соедине-
ний при сжигании мусора), то есть создание
новых групп вредных продуктов при унич-
тожении вредных отходов.

В последней модели, аналогично тому,
как это было сделано ранее, переходим к не-
прерывному времени, считая, что единица –
это отчетный период.

Введем обозначения u1= s1 – B11pt – B21qt,
u2= s2 + B12pt – B22qt, получим
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Получили двойственную модель для
модели (1.0).
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Преобразуем полученную модель.
Обозначим:

,)(

)(

,
)(
)(



























dt
tdq

dt
tdp

dt
dz

tq
tp

z












2

1

s
s

f , 


















0
00

)2(
1222

)1(
12

2111

AAA
AA

A ,




















0
00

)2(
1222

)1(
12

2111

BBB
BB

B ,

C = (E – A)-1B, s = (E – A)-1f.

В этом случае двойственная модель пе-
репишется следующим образом [3]:
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где Cij(p), Cij(q) i, j = 1, 2 – монотонные операторы.

Экономический смысл

Первое уравнение этой модели означа-
ет, что цена полезного продукта является
справедливой, так как она состоит из стоимо-
сти затраченных полезных продуктов (как в
процессе производства, так и в процессе борь-
бы с загрязнением окружающей среды) и до-
бавленной стоимости, то есть стоимости зат-
раченного труда. Второе соотношение моде-
ли (1.2) означает, что плата за создание од-
ной единицы загрязнения есть сумма стоимо-
сти затраченного на борьбу с загрязнением по-
лезного продукта и стоимости затрат на унич-
тожение воспроизводимого загрязнения и зат-
рат на утилизацию. При этом назначенная пла-
та за загрязнение является справедливой.

Необходимо выяснить условия, при кото-
рых система операторных уравнений (1.2) име-
ет неотрицательное решение (p*, q*) при задан-
ных неотрицательных векторах s1  0, s2  0.
Если E~ – линейное полуупорядоченное про-
странство с сильно миниэдральным (существу-
ет точная верхняя (нижняя) грань ограничен-
ного множества) нормальным (введена норма)
конусом K~ [5, c. 52], операторы Cij (i, j = 1, 2)
системы (1.2) вполне непрерывные монотон-
ные и удовлетворяют условию Липшица

,)()( qpkqCpC ijijij    2,1, ji ,

где kij – константа, причем kij таковы, что спект-
ральный радиус r (Q) < 1, где
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 Тогда система уравнений (1.2) имеет
единственное решение p = p* , q = q*.

Действительно, пусть убывающие, огра-
ниченные сверху последовательности np  и nq ,
которые соответственно имеют пределы p и
q , и возрастающие, ограниченные снизу пос-
ледовательности np  и nq , пределы которых p
и q удовлетворяют системам


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(1.3)
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(1.4)
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Оценим норму разности первых уравне-
ний систем (1.3)–(1.4)

 12111 )()( sqСpСpp

 12111 )()( sqСpС

 )()()()( 21211111 qСqСpСpС

используя условия Липшица

 .2111 qqkppk 

Сделаем оценку нормы разности вторых
уравнений систем (1.3)–(1.4)

,
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

то есть











.

,

2212

2111

qqkppkqq

qqkppkpp
(1.5)

Пусть  Tqqppa  , , тогда систе-
ма неравенств (1.5) запишется в виде

aQa  , a . (1.6)

Согласно [5, c. 73] из (1.6) вытекает

r (Q)  1, (1.7)

Q = 
















 2212

2111

22
)2(

12
)1(

12

2111

kk
kk

kkk
kk

. (1.8)

Из неравенства (1.7) следует, что в слу-
чае, когда a    , r (Q)  1, где r (Q) – спект-
ральный радиус матрицы Q (1.8). Это выте-
кает из теоремы об оценке спектрального ра-
диуса положительного оператора по его пове-
дению на фиксированном ненулевом элемен-
те конуса К. Следовательно, если r (Q) < 1, то
a = , а это значит qqpp  , .

Убедимся в единственности решения.
Предположим, что существует несколь-

ко решений системы (1.2) (p1, q1) и (p2, q2),
удовлетворяющих системе (1.2):


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(1.9)
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   (1.10)

Из (1.9) путем вычитания (1.10), учи-
тывая условия Липшица, получим следую-
щее:

)()()( 211112111121 pСsqСpСpp 

.)( 212121111221 qqkppksqС 

Аналогично

)( 212221
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1221 qqkppkkqq 

.21222112 qqkppk 

В итоге





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.
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Если положить  Tqqppa 2121 ,  , то
система неравенств (1.11) запишется в виде

a  Q · a , a   . Следовательно [5, c. 73],

r (Q)  1, (1.12)

где

Q = 




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Из неравенства (1.12) следует, что в слу-
чае, когда a  , r (Q)  1, где r (Q) – спект-
ральный радиус матрицы Q. Следовательно,
если r (Q) < 1, то a  = , а это значит, чтоо
p1 = p2, q1 = q2, то есть система (1.2) имеет
единственное решение.

Таким образом, система уравнений (1.2)
имеет на конусном отрезке решение (p* , q*).
Причем для этого решения выполняются не-
равенства

u2  p , p  u1, v2  q , q  v1. (1.13)

Рассмотрим оценки решения. Если конус
K~ правильный нормален [5, с. 36, 42], операто-
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ры *
ijС )2,1,2,1(  ji  вполне непрерывные и мо-

нотонные, а также существуют векторы ui ,vi
такие, что 0  u2  u1, 0  v2  v1 и выполняют-
ся условия
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(1.14)

Тогда система (1.2) имеет единственное
решение ),( ** qp , причем

u2  p*  u1, v2  q*  v1. (1.15)

Cистемы (1.3)–(1.4) с учетом (1.13)–
(1.14), в силу непрерывности и монотонности
операторов, запишутся:
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u2   p  , p  u1, v2  q , q  v1.

Так как было установлено, что pp  ,
qq  , то u2  p*  u1, v2  q*  v1, что совпада-

ет с неравенствами (1.15).

2. Двусторонние оценки решения
двойственной балансовой модели

В общей постановке модель (1.2) мож-
но переписать в виде операторного уравнения
с монотонно разложимым оператором С(z) =
= C1(z) – C2(z) [2]:

z = C1(z) – C2(z) + s. (2.1)

Здесь C1(z) , C2(z) – монотонные операторы.
Операторное уравнение (2.1) целесооб-

разно записать в виде

z = (C1 – C2)(z) + s, (2.2)

где 
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По уравнению (2.2) построим новое
уравнение

,~)~(~~ szCz  (2.3)

где ,~
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Элемент z~ можно рассматривать как
элемент нового пространства  EEE ,~   с нор-
мой yxz ~ , полуупорядоченного кону-
сом ).,(~ KKK   При этом конус K~ «наследу-
ет» основные свойства конуса К [2].

Оператор C~, очевидно, оставляет инва-
риантным конус K~, а это значит, что оператор
C~ положителен относительно K~. С помощью
изложенной схемы мы фактически можем
сводить изучение уравнений с монотонно раз-
ложимыми операторами к изучению вспомо-
гательного уравнения с оператором C~ в но-
вом  пространстве E~, при этом оператор C~

является положительным относительно.
Оператор C1 является монотонным (то

есть из х1  х2 => С(x1)  С(x2)), а C2 – анти-
тонным (то есть из х1  х2 => С(x1)  С(x2)) [2].

Пусть оператор )~(~ zC  уравнения (2.3)
монотонен, непрерывен и вполне непрерывен,
удовлетворяет условиям Липшица

,)()( vuqvCuC Liii    )2,1( i

и пусть uk + 1 = C1(uk) – C2(vk) + s, vk + 1 =
= C1(vk) – C2(uk) + s, причем u0, v0 удовлетво-
ряют неравенствам C1(u0) – C2(v0) + s  u0,
C1(v0) – C2(u0) + s  v0 и положим
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Тогда имеют место неравенства

0
*
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****
10 ...... vvvzuuu kk  ,  (2.4)

и либо метод сходится за конечное число
шагов, либо верна оценка:
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qL – константа Липшица.
Действительно, покажем, что
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На основании свойства линейности опе-
ратора имеем
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так как )()( 11   kkkk vvmuu , а следовательно,
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Аналогично можно показать, что
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Построение отрезка (2.4) можно рас-
сматривать как один шаг рекуррентного про-
цесса по уточнению двусторонних границ не-
известного решения х* исходного уравнения.
Повторяя этот процесс достаточное число раз,
мы в итоге получим метод построения дву-
сторонних приближений, который можно рас-
сматривать как метод ускорения сходимости
двусторонних приближений в случае уравне-
ния с монотонно разложимым оператором [2].
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На основании [2] данное выражение
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Тогда
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Таким образом, метод сходится со ско-
ростью геометрической прогрессии [2].
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